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We prove a new extension ofa M6bius inversion theorem, that gives the generat- 
ing function of some heaps of pieces. We apply this result o the special case of 
heaps of segments. Using a bijection between parallelogram polyominoes and some 
heaps of segments (described in a previous paper), we finally enumerate convex 
polyominoes according to their area, width and height. © 1993 Academic Press, Inc. 
Nous d6montrons une nouvelle xtension du th6or6me d'inversion de M6bius, 
fournissant la s~rie g6n~ratrice d  certains empilements depisces. Nous appliquons 
ce r6sultat au cas particulier des empilements desegments. En utilisant une bijec- 
tion entre les polyominos parall61ogrammes et certains empilements desegments 
d6crite dans un article pr6c6dent, nous parvenons alors ~ 6num6rer les polyominos 
convexes suivant l'aire, la hauteur et la largeur. © 1993 Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION 
Consid6rons le plan R x ~. Pour tout couple d'entiers i et j, le carr6 
[i, i+  1] x [ j , j+  1] sera appell6e cellule 616mentaire. Un  polyomino est 
alors une union finie de cellules 616mentaires, d'int6rieur connexe. I1 est 
d6fini ~ translation pr6s (Fig. 0.1). 
Si on remplace chaque cellule 616mentaire d 'un polyomino par son 
centre, l 'ensemble des points obtenus forme un animal. 
Les polyominos ont des objets classiques de la combinatoire, connus 
depuis longtemps et popularis6s par les articles de Gardner [Ga]  et le 
livre de Go lomb [Go l ] .  Ils ont ddjfi fait l'objet de nombreuses 6tudes, en 
lien par exemple avec des probl6mes de d6cidabilit6 [Be], de pavages 
( [Go2] ,  [Go3] ,  [Co-La] ,  [Be-Ni] )  et, bien sar, d'6num6ration ( [De] ,  
[De-Du] ,  [De-Fe] ,  [De-Na] ,  [Pr-Sv],  [Ch-Li]...). Plusieurs questions 
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Fm 0.1. Un polyomino etl'animal ssoci& 
d'6num6ration sont motiv6es par l'&ude de mod61es de physique statisti- 
que, dans lesquels les polyominos apparaissent le plus souvent sous la 
forme d'animaux. 
L'6num&ation des polyominos (ou des animaux) g6n6raux est un 
probl6me nti6rement ouvert, pour lequel on ne conna~t/t l'heure actuelle 
que des majorations asymptotiques [K1-Ril]. En revanche, on dispose 
de plusieurs r6sultats exacts concernant l'6num6ration de eertaines ous- 
familles de polyominos, et notamment celle des polyominos convexes. 
Un polyomino est dit convexe lorsque ses intersections avec toutes les 
colonnes [i, i+ 1] × ~ et toutes les lignes ~ x [j,j+ 1] du plan sont 
convexes (Fig. 0.2). 
Delest et Viennot [De-Vi] ont d6montr6 que le nombre de polyominos 
convexes de p6rim&re 2n + 8 est (2n + 11)4"-4(2n + 1)(~"). Chang et Lin 
[-Ch-Li] ont ensuite raffin6 ce r6sultat en donnant la s~rie g~n&atrice de 
ces objets selon la hauteur et la largeur (c'est-/~-dire le nombre de lignes et 
de colonnes). De fa~on g6n&ale, les s6ries 6num6rant suivant la largeur et 
la hauteur (ou le p&im&re) toutes les sous-classes usuelles de polyominos 
convexes ont alg6briques (voir par exemple rCh-Li] ou rBol ]). 
Rappelons les d6finitions des plus classiques de ces sous-classes. Toutes 
peuvent &re caract6ris6es par les positions relatives de quatre points parti- 
culiers du polyomino. 
Hauteur 
F IG .  0 .2 .  
~:,..:.:.:-: . . .  :::'..-:::.,.--': 
Largeur 
Un polyomino eonvexe. 
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RepSrage des points N, N', S, S', W, W', E, et E' sur un polyomino convexe. 
Soit P un polyomino convexe, et R le plus petit rectangle le contenant: 
P et R ont alors marne p6rim&re, ce qui constitue d'ailleurs une caract6ri- 
sation des polyominos convexes. Soit IN, N'] (resp. [W, W'], IS, S'], 
I-E, E']) l'intersection de la fronti6re de P avec le c8t6 sup6rieur (resp. 
gauche, inf6rieur, droit) de R, les points N, N', W, W', S, S', E, E' &ant 
pris dans l'ordre trigonom6trique (Fig. 0.3). 
Le rep6rage de ces points permet de dSfinir les polyominos parall61o- 
grammes, les polyominos tas et les polyominos convexes dirig6s, de la 
fagon suivante (Fig. 0.4). 
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Un polyomino parall61ogramme 
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Un polyomino tas 




Un polyomino convexe dirig6 ~t droite 
Diff6rentes familles de polyominos convexes. 
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Les polyominos parall61ogrammes sont les polyominos convexes v6rifiant 
les deux relations N = E 'e t  S = W'. Les polyominos tas sont les polyo- 
minos convexes v6rifiant N = E' et E = S'. Les polyominos convexes dirig6s 
/t gauche sont les polyominos convexes v6rifiant N = E' et enfin les polyo- 
minos convexes dirig6s /~ droite sont les polyominos convexes v6rifiant 
S=W' .  
Si les s6ries 6num6rant ces diff6rentes classes uivant la hauteur et la lar- 
geur sont connues et alg6briques, les r6sultats relatifs /l l'6num6ration de 
ces objets suivant l'aire sont encore incomplets. En outre, les s6ries g6n6ra- 
trices d6j/t obtenues e pr6sentent sous une forme plus complexe, faisant 
intervenir des q-s6ries. 
L'objet de ce travail est la r6solution du probl+me, soulev6 par Knuth en 
1974, consistant/t 6num6rer les polyominos convexes uivant l'aire. Nous 
parvenons en fait/t un r6sultat un peu plus fin, puisque la s6rie g6n6ratrice 
que nous calculons tient aussi compte de la hauteur et de la largeur des 
polyominos. Seul un r6sultat asymptotique avait jusque-1/t 6t6 obtenu ([K1- 
Ri2]). 
Ce travail fait suite a un article de Bousquet-M4lou et Viennot [Bo-Vi], 
dans lequel nous donnons la s6rie g6n4ratrice des polyominos parall61o- 
grammes et des polyominos convexes dirighs, compt6s uivant la largeur, la 
hauteur et l'aire. Nos r4sultats reposent sur une bijection entre les polyomi- 
nos parall61ogrammes t certains empilements de segments, que nous 
appelons demi-pyramides. 
Rappelons que la th6orie des empilements de pi~ces a 6t4 d6velopphe par 
Viennot [Vi]. Elle est 6quivalente fi celle des monoides partiellement com- 
mutatifs, due ~t Cartier et Foata [-Ca-Fo], et fournit une interpr6tation 
visuelle commode des 616ments d'un monoide. Intuitivement, un empile- 
ment est obtenu en "laissant omber" un nombre fini de pi~ces, les unes 
apr6s les autres, apr6s avoir choisi leur support, c'est-~-dire l ur "position 
g6ographique" (Fig. 0.5). L'ensemble des empilements est muni du produit 
de superposition, ot6 E~, qui lui conf6re une structure de monoide partiel- 
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Un empilement de segments. 
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Un polyomino parall61ogramme et son image par la bijection f 
) 
dans [Vi] ou [Bo2], ou encore, dans le cas particulier des empilements de 
segments, dans [Bo-Vi]. 
D6crivons bri6vement la bijection f entre les polyominos parall61o- 
grammes et les demi-pyramides desegments, c'est-fi-dire l s empilements de 
segments n'ayant qu'une pi6ce maximale, dont le support est un intervalle 
de la forme [1, b]. (Voir Fig. 0.6). 
Soit P un polyomino parall61ogramme /t n colonnes, not6es, de gauche 
~i droite, C1 ..... C n. Pour 1 ~< i~n, soit b i la hauteur, c'est-fi-dire l  nombre 
de cellules, de la colonne Ci. Pour 2 ~<i~< n, soit a i le nombre de cellules 
par lesquelles les colonnes Ci et Ci_ 1 sont en contact, et posons al = 1. 
Alors l'image par f du polyomino P est l'empilement f (P )= 
En 12I --. I2I El, off, pour 1 ~< i ~< n, Ei est l'empilement r~duit fi la piece de 
support [ai, bi]. 
Soit v la valuation des empilements d6finie de la fagon suivante: si F est 
l'empilement {[a;, b~] x {n~}, 1 ~< i ~ n} alors v(F) = xny (Zl<~i<~"(bi-ai)) 
q(Z,.~,.~, b,). Pour tout polyomino parall61ogramme P, la valuation de f (P)  
est alors xmy" iqS, Off m (resp. n, s) est la largeur (resp. la hauteur, l'aire) 
de P. 
L'int6r~t d'une telle bijection provient de l'existence de th6or6mes d'in- 
version, qui permettent d'6num6rer, elativement fi une valuation donn6e, 
certains empilements de pie6ces. 
L'un de ces th6or6mes nous a ainsi permis, dans [Bo-Vi], de calculer la 
s6rie g6n6ratrice des polyominos parall61ogrammes, puis celle des polyo- 
minos parall61ogrammes dont la premi+re colonne est de hauteur fix6e. Ce 
second r6sultat m6ne ensuite, grace fi une d6composition ad6quate des 
polyominos convexes dirig6s en un polyomino parall61ogramme et un 
polyomino tas,/t la s6rie g6en6ratrice des polyominos convexes dirig6s. 
L'objet de cet article est donc l'6num6ration des polyominos convexes. 
Nous cherchons fi employer une m6thode similaire/t celle qui nous /t per- 
mis d'6num6rer les polyominos convexes dirig6s, c'est-fi-dire fi d6composer 
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les polyominos convexes en polyominos parall61ogrammes et polyominos 
tas, reli6s par certaines contraintes. Nous disposons en effet d'une part de 
deux expressions diff6rentes pour la s6rie g6n6ratrice des polyominos tas 
(que nous rappelons en III). D'autre part, nous transcrivons syst6matique- 
merit tout probl~me d'6num6ration concernant les polyominos parall~lo- 
grammes en un probl+me d'6num6ration d'empilements, et tentons de le 
r6soudre/t l'aide d'un des th6or+mes d'inversion. 
Nous construisons dans le paragraphe II une d6composition des polyo- 
minos convexes, qui ram6ne finalement leur 6num6ration fi celle des polyo- 
minos parall~logrammes dont les hauteurs de la premi6re t de la derni6re 
colonne sont fix6es. Au travers de notre bijection f, fixer ces deux hauteurs 
6quivaut fi imposer simultan~ment des conditions ur les pi6ces maximales 
et minimales d'un empilement. Or, le plus fin des th6or+mes d'inversion 
connus jusque lfi ne permettait de fixer des conditions que sur les pi+ces 
maximales ou sur les pi~ces minimales, mais non sur les deux simultan6- 
ment. 
Le nouveau th6or+me d'inversion que nous d6montrons dans le para- 
graphe I exprime, pour des empilements de pi6ces g6n6raux, la s6rie g~n6ra- 
trice des empilements dont toutes les pi6ces maximales sont ~ support dans 
un ensemble J¢4 donn~ et dont toutes les pi~ces minimales ont fi support 
dans un ensemble ~/2 donn6. Nous utilisons pour le d6montrer un lemme, 
qui sera seul utile dans le probl6me qui nous int6resse. Mais nous avons 
tenu /t donner le th6or+me d'inversion lui-m~me pour son int6r~t propre 
dans le cadre de la th6orie g6n6rale des empilements de pi6ces. 
Nous d6duisons donc de ce lemme (paragraphe III) la s~rie g~n6ratrice 
des polyominos parall61ogrammes dont les hauteurs de la premiere t de la 
derni6re colonne sont fix6es, ce qui m~ne finalement fi une formule explicite 
pour la s~rie g~n~ratrice d s polyominos convexes (paragraphe IV). 
I. EMPILEMENTS: UN NOUVEAU THEOREME D'INVERSION 
Nous supposons ici connues les d+finitions de base de la th6orie des 
empilements de pi~ces ([Bo2], [Bo-Vi], [Vii). On consid6re ainsi l'en- 
semble 8 des empilements de pi6ces/t support dans un ensemble donn6 5:. 
Nous rappelons deux th~or6mes d'inversion avant d'en d~montrer un troi- 
si6me plus g6n6ral. 
Ces th6or~mes d'inversion permettent d'6num6rer certaines families d'em- 
pilements relativement/~ une valuation donn6e. 
Soit K un corps commutatif, x~, ..., xn des ind6termin6es; on appelle 
valuation toute application 
v: 5: ~ K[xl  ..... x,] ,  
v6rifiant les deux conditions uivantes: 
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- -  pour tout 616ment S de 5 e, v(S) est un polyn6me n Xl, ... , x n sans 
coefficient constant; 
- -  pour tout mon6me x~ ~.-.x,] °, le nombre de supports dont la 
valuation a une composante non nulle relativement/t ce mon6me est fini. 
La valuation d'une pi6ce est alors celle de son support. La valuation d'un 
empilement E, encore not6e v(E), est le produit des valuations de ses 
pi6ces. 
Les conditions impos6es ur v assurent alors la convergence formelle de 
la s6rie ~2 v(E), off la somme porte sur tousles empilements E de 8. Si 8' 
est un sous ensemble de 8, la somme des valuations des empilements de 8' 
converge ncore et sera appel6e s6rie g6n6ratrice des empilements de 8'. La 
somme formelle ~e~e'  (-1)1el v(E), off iEi d6signe le nombre de pi~ces de 
E, est la s6rie g6n6ratrice altern6e des 616ments de 8'. 
Le premier th6or6me que nous rappelons iciest analogue/~ l'inversion de 
M6bius pour les monoTdes partiellement commutatifs [Ca-Fo] et permet 
d'~num6rer tousles empilements de 8. Un second th6or6me, dfi fi Viennot 
[Vii, le g6n6ralise: 6tant donn6 un sous-ensemble J¢/ de ~,  on dit, par 
abus de langage, qu'une pi6ce est dans J¢/ si son support s'y trouve. Ce 
second th6or6me fournit alors la s6rie g6n6ratrice des empilements dont 
toutes les pi~ces maximales--ou minimales--sont dans Jg. 
Notation. Max(E) (resp. Min(E)) d6signera l'ensemble des pi6ces 
maximales (resp. minimales) de E. 
THI~ORI~ME 1.1. (i) La sOrie g~n~ratrice des empilements de 8 est: 
v(E)= 
Y~F~Y ( -1 )  tFt v(F)' 
oft 3- est l'ensemble des empilements riviaux, et IFI dOsigne le nombre de 
piOces de F. 
(ii) Soit dg un sous-ensemble d  St. La sdrie g~ndratrice des empile- 
ments ayant toutes leurs piOces maximales dans .//g est 
v(E) = Zr~.er(~a) ( - 1) tFI v(F) 
E/Max(E) c,~ ~'FE.N- ( - -1)  Irl v(F) 
oft j-(cjC/) est l'ensemble des empilements riviaux it piOces dans le compl~- 
mentaire de J l .  
Preuve. On se reportera/t [Vii, [Bo2] ou [Bo-Vi] par exemple. Rap- 
pelons qu'un empilement est dit trivial lorsque toutes ses pi6ces sont /l la 
fois maximales et minimales. 
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Nous proposons ici un troisi6me th6or6me, nouveau et impliquant les 
deux pr6c6dents, l~tant donn6s deux sous-ensembles ~/g, et Jg2 de 5 e, il 
fournit la s6rie g6n6ratrice des empilements ayant toutes leurs pi6ces maxi- 
males dans J//, et toutes leurs pi6ces minimales dans rig2. 
LEMME 1.2. Soient ~/1 et rill2 deux sous-ensembles de5 p. On a l'identitO 
suivante : 
(ZF~ ~- i~  ( - -1U ~ v(F))(EF~-(c~:I ( - -1U  ~ v(F)) 1),,7 ~ 
ZFEy(__I)IFIv(F ) = ~ (-- v(EE~F), (E, F)  
oft la somme apparaissant dans le membre de droite est relative aux couples 
(E, F) d'empilements vkrifiant les trois conditions uivantes (Fig. 1.1): 
- -  les pikces maximales de E sont dans ~7, et ses pikces minimales 
dans ~72 ; 
- -  F est un empilement trivial ~ pikces dans l'intersection des compl~- 
mentaires de Jg, et J/72; 
- -  get  F ne sont pas en concurrence. 
Preuve. D'apr6s le th6or6me 1.1(ii), ZF~3-(c~t,) ( - -1 )  IFI v(F)/ 
~'~F~,~ ( - 1)lrl v(F) est la s6rie g6n6ratrice des empilements ~i pi6ces maxi- 
males dans ~',. On a donc l'identit6 
(ZF~(~,) (--i) IFi v(F))(ZF~J-¢~2)(--I) IFI v(r)) ( ) 
~_.Fe.y.(__I)IFIv(F) =E v(E') ~ ( - -1 )  IFt , 
E' \ (E, F) 
darts laquelle E' d6crit l'ensemble des empilements pouvant s'6crire F ~ E, 
off E et F v6rifient les conditions suivantes: 
-- E est un empilement ~ pi6ces maximales darts Jgl; 
-- F est un empilement trivial /t pi6ces dans le compl6mentaire de 
-g2, 
E 
C~l' I rn c~fl, 2 /~1~3 i ~ O~ c511 1 r~ c511 2 
O-- - -O- - -O  0 I O -~-~O- - - -C  "'~ z 0 ~ O- -O  0 
F F 
FIGUR[ 1.1 
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et la seconde somme porte sur les couples (E, F) permettant justement cette 
6criture, pour E' donn6. 
Soit donc E' = F VI E, off E et F satisfont les conditions ci-dessus. Alors 
F est inclus dans l'ensemble des pi~ces minimales de E' qui sont 616ments 
de c/¢4. Par ailleurs, F contient forc6ment l'ensemble Fo form6 des pi6ces 
minimales de E' qui sont en marne temps maximales et dans %¢/,: elles ne 
peuvent en effet provenir de E. En cons6quence, ces pi6ces sont aussi dans 
cJ~ 2. 
Inversement, soit F1 contenant Fo et inclus dans l'ensemble des pi6ces 
minimales de E' qui sont dans c J/2. Alors l'unique empilement E1 tel que 
E' = F1 EI E1 a toutes ses pi6ces maximales dans///1. 
Or ~2F0= F1 c Min(E ' )~ c,M'2 ( - -1  )]FI] = 0,  sauf si toutes les pi6ces minimales de 
E' qui sont dans c J//2 sont aussi maximales et dans ~J{~. L'ensemble F0 est 
alors 6gal /t F et est form6 de ces pi6ces; il est donc 616ment de 
9-(~1 n c~) .  
Comme toutes les pi6ces de F sont ~ la lois maximales et minimales dans 
l'empilement E '= F I=I E, on peut affirmer que E et F ne sont pas en 
concurrence. 
Les pi6ces minimales de E sont alors les pi6ces minimales de E' qui ne 
sont pas dans ~dg 2, et donc Min(E) est indus dans ~4. Rappelons enfin 
que Max(E) est indus dans dg 1, ce qui ach6ve la preuve. 
Remarque. Lorsque l'intersection des compl6mentaires de Jh' 1 et J/2 est 
vide (et notamment lorsque ~(, ou ~'2 est 6gal ~t 5e), ce lemme fournit 
exactement la s6rie g6n6ratrice des empilements dont toutes les pi6ces maxi- 
males sont dans J/a et toutes les pi6ces minimales dans J//2. Dans les autres 
cas, des termes suppl6mentaires apparaissent dans le membre de droite de 
l'identit6 que nous venons de d6montrer. 
Notations. Soit E un empilement. On notera/7 l'ensemble des 616ments 
de 5,0 qui ne sont en concurrence avec aucun des supports des pi6ces de E, 
et g(E)  l'ensemble des empilements de pi6ces h support dans E. Ainsi, dire 
que deux empilements E et F ne sont pas en concurrence 6quivaut /t la 
relation E~ g(ff) (ou encore Fe  8(E)). 
THIEORI~ME 1.3. Soient /tll et Jg2 deux sous-ensembles de J .  La s&ie 
gOnOratrice des empilements dont toutes les pikces maximales ont dans /1/11 
et toutes les piOces minimales clans J¢2 est 
~(E) = 
E/Max(E)  c ,~¢1 
Min(E) ~ ,A' 2 
G ~ ~(cJ/ ' ,  c~ edt'2) EFe  -Y-(G) ( - -  1 ) IF' v(F) " 
274 MIREILLE BOUSQUET-MI~LOU 
Preuve. Pour simplifier les notations, notons g' l'ensemble des 
empilements dont toutes les pi6ces maximales ont dans Jgl et toutes les 
pi6ces minimales dans J/2. On peut 6crire 
Ee l '  (E ,F)  e ~'  x J'(c..¢[l c~ e.A(2 cn E) G= F 
puisque la somme portant sur G est nulle, sauf si F est vide, auquel cas elle 
vaut un. 
En 6crivant F= G I=I F', off F '  est 616ment de J - (~'~ n ~'2 c~ G), et en 
inversant les sommations, il vient 
v(E) 
E/Max(E) ~ ./"Ill 
Min(E)  c Jd" 2 
= E (v(G) Z 
G ~ ~-(cd/1 n c,A/2 ) (E, F" )/E e g '  n g(_G) _ 
F ' E ,Y- ( c.AI I C~ C,Alz c~ G n E ) 
( -1 )  Ir'j v(E I=I F')  . 
Mais on reconna~t dans la seconde somme (~_~Fe~(c~glc~C)(--1) IFI I (F)) 
(~-'~,r~.y(cJc.2nG) ( I  1)lrl o(F ) ) / (~_ .Fey_ (~ ) ( - -1 ) l r l  v(F) ) ,  ce qui ach6ve la 
preuve. 
(I1 suffit en effet d'appliquer le lemme pr6c6dent en remplagant 5e par E, 
et ~/gl (resp. J/gz) par rig1 n/2 (resp. J/g2 n E).) 
II. PLUSIEURS FAMILLES DE POLYOMINOS CONVEXES 
Nous cherchons ~ 6num6rer les polyominos convexes par une m6thode 
analogue ~ celle que nous avons utilis6e pour 6num6rer les polyominos 
convexes dirig6s, c'est-~t-dire en faisant apparaltre des polyominos tas et des 
polyominos parall6logrammes [Bo-Vi]. Les trois param6tres d'6num6ra- 
tion sont la hauteur (c'est-~t-dire l nombre de lignes), la largeur (c'est-~- 
dire le nombre de colonnes) et l'aire. 
Or, 6tant donn6 un polyomino convexe, il existe bien diverses d6com- 
positions de celui-ci en deux polyominos tas et un polyomino 
parall61ogramme, mais aucune d'elles ne peut s'appliquer ~ tous les 
polyominos convexes. Nous avons donc ~t~ amen6s ~ classer ces objets en 
trois sous-familles ~¢, d '  et M, que nous 6num6rons 6par6ment. En fait, 
la classe d '  se d6duit bijectivement de la classe d ,  par une transformation 
simple qui pr6serve les trois param6tres d'6num6ration, cequi nous permet 
de ramener l'6numbration des polyominos convexes ~ celle des deux sous- 
familles ~¢ et M. 
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Soit Pun  polyomino convexe. On consid6re de nouveau le plus petit rec- 
tangle R le contenant, et les points N, N', W, W', S, S', E, E' d6finis en 
introduction. On appelle hauteur fi gauche (resp./t droite) de P la hauteur 
de sa colonne la plus ~i gauche (resp. ~ droite). 
Notations. l~tant donn6 un point M 616ment de {N, N', W, W', S, S', 
E, E'}, D M d6signera la droite verticale passant par M. 
Si Met  M' sont 616ments de {N, N', W, W', S, S', E, E' }, on notera 
DM <<. DM, (resp. DM < DM,) si DM est situ6e /t gauche (resp. strictement 
gauche) de DM,. 
DI~FINITION 2.1. L'ensemble d sera l'ensemble des polyominos con- 
vexes tels que Ds < DN. L'ensemble d '  sera l'ensemble des polyominos 
convexes tels que DN, < Ds,. L'ensernble s¢n  sO' sera not6 N. 
LEMME 2.2. (i) La rkunion de d et d '  est l'ensemble des polyominos 
convexes. 
(ii) La symdtrie d'axe vertical dchange les dl~ments de d et d '  et 
laisse invariants les trois paramktres largeur, hauteur et aire. 
Preuve. (i) Raisonnons par l'absurde, en considSrant un polyornino 
convexe qui ne serait ni dans d ,  ni dans d ' .  On aurait alors Ds ~> DN et 
DN' >~ Ds,. Mais les in~galit~s D N, < D~ et D s < Ds, sont toujours v6rifi~es, 
et m6neraient alors ~t Ds, ~< DN, < DN ~< Ds < Ds,, ce qui est absurde. 
(ii) Ce second r6sultat est trivial. (Rappelons que les polyominos 
sont d6finis ~t translation pr6s). Le second polyomino de la figure 2.1 est 
l'image du premier par cette sym6trie. 
Remarque. Pour 6num6rer les polyominos convexes suivant le 
p6rirn6tre, Delest et Viennot [De-Vii proposent une partition de l'ensem- 
ble des polyorninos convexes en trois sous-ensembles, d6finis respective- 
ment par Ds < DN, Ds = DN et D s > DN, qu'ils 6num6rent s6par6rnent. Ils 
appellent polyominos de type I les 616ments de d .  Mais cette partition, 
n'utilisant pas de propri6t6 de sym6trie, aboutit ensuite fi trois 6num6ra- 
tions distinctes, et non deux. 
EXEMPLES. Voir Fig. 2.1. 
Notations. Soit ¢~ une famille de polyominos convexes. La s6rie 
g6n6ratrice des polyominos de ~ est P(x, y, q) = Z xnymqaP . . . . . .  Off P . . . . .  
d6signe le nombre d'616ments de ~ de largeur n, de hauteur m et d'aire a. 
On notera A(x, y, q) (resp. A'(x, y, q), B(x, y, q)) la s6rie g6n6ratrice des 
616ments de ~¢ (resp. ~", ~). Remarquons que A(x, y, q) = A'(x, y, q). 
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E16ments de d, d' ,  et ~. 
COROLLAIRE 2.3. La skrie gdnHatrice Z(x, y, q) des polyominos 
convexes est 
Z= 2A - B, 
oft A (resp. B) OnumOre l s polyominos de d (resp. ~). 
DOcomposition des polyominos de d 
Soit P un polyomino convexe de d ~ k colonnes, not+es, de gauche 
droite, Ca ..... Q .  Soit p le plus petit entier tel que P, priv6 de ses p -  1 
premi6res colonnes, soit un polyomino convexe dirig6 ~t droite. De m~me, 
soit r le plus grand entier tel que P, priv6 de ses k - r  derni6res colonnes, 
soit un polyomino convexe dirig6 ~ gauche (Fig. 2.2). 
On a 1 ~< p ~< r ~< k. Le polyomino P1 form6 des colonnes Cp ..... Crest  
appel6 polyomino parall61ogramme aximal de P. Soit n + 1 (resp. m + 1) 
sa hauteur ~ gauche (resp. droite), c'est-~-dire la hauteur de Cp (resp. C,). 
Le polyomino form6 des colonnes C1 ..... Cp est un polyomino tas de 
hauteur n + 1. En supprimant la cellule inf6rieure de sa derni6re colonne 
Cp, on forme un autre polyomino tas, P2, de hauteur n. 








¢t t::: ::: 
d 
P " "  3 
:5 :5 
D6composit ion d'un polyomino convexe de sO. Ici, p = 3, r = 7, m = 4, et n = 4. 
De mame, le polyomino form6 des colonnes C ...... Ck est un polyomino 
tas de hauteur m + 1. En supprimant la cellule sup6rieure de sa premi6re 
colonne Cr, on forme un autre polyomino tas, P3, de hauteur m. 
De plus : 
m 
de deux, 
m ÷ n. 
la hauteur de Pest  celle de P], 
la largeur de Pest  la somme de celles de P~, P2, et P3, diminu6e 
l'aire de Pest  la somme de celles de P], P2, et P3, diminu6e de 
(On convient ici que le polyomino tas vide est d'aire nulle mais a une 
colonne.) 
L'application d d6finie par d(P)= (P1, Pz, P3) est alors une bijection 
entre les polyominos de d dont le polyomino parall61ogramme maximal 
est de hauteur A gauche (resp. ~ droite) n + 1 (resp. m+ 1) et les triplets 
(P1 ,  P2 ,  P3)  form6s d'un polyomino parall61ogramme P1 de hauteur 
gauche n + 1 et hauteur A droite m + 1, et de deux polyominos tas P2 et P3, 
de hauteur net  m respectivement. 
Pour 6num6rer les polyominos de d ,  nous avons donc besoin de con- 
naltre, outre la s6rie g6n6ratrice des polyominos tas de hauteur donn6e, 
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celle des polyominos parall61ogrammes de hauteurs fi droite et fi gauche 
fix6es. 
Quant aux polyominos de M, nous verrons que conna~tre la s6rie 
g6n6ratrice des polyominos tas de hauteur donn6e suffit pour les 6num6rer. 
III. ]~NUMERATIONS PRI~LIMINAIRES 
Rappelons d'abord les deux expressions connues pour la s6rie g6n6ratrice 
des polyominos tas. La premiere d'entre elles donne en fait la s6rie 
g6n6ratrice des polyominos tas de largeur donn6e. Elle est bien classique. 
La seconde fournit quant & elle la s6rie g~n6ratrice des polyominos tas de 
hauteur donn6e: on se r6f6rera ~t [Bo-Vi] pour sa d6monstration. 
Notations. On utilise les notations classiques de la th6orie des fonctions 
hyperg6om6triques basiques: si n ~> 1, (a)n = (1 - a)(1 -aq) . . .  (1 - aq ~ 1). 
On convient que (a)n = 1 s in ~< 0. 
On note par ailleurs In]! le q-analogue de la factorielle de n, soit 
(q)n/(1-q)" ,  ou encore 1 .(1 +q) . (1  +q+q2) . - - (1  +q+ ... +q, -1 ) .  
Enfin, on d6signe par [-~] le q-analogue du coefficient binomial (p), soit 
[n] l / [p]!  In -p ] ! .  Rappelons l'interpr6tation classique de ces coef- 
ficients: ["+P] 6num6re suivant l'aire les diagrammes de Ferrers inclus 
dans un rectangle de hauteur n et de largeur p, ou encore les partitions 
parts inf6rieures ou 6gales ~t p ayant au plus n parts. I1 est bien stir 6qui- 
valent de dire que la s6rie g6n6ratrice des partitions fi n parts toutes 
,qn['n+p 13. inf6rieures ou 6gales fi p est u L p_ 
LEMME 3.1. (1) La sdrie gdn&atrice T(x, y, q) des polyominos tas est 
xmyq m 
T= ~ (Yq)m-1 (Yq),,," m>~ l 
(2) Cette sOrie s'dcrit encore 
T= 2 xynqnT, 
n~l  (Xq)n'  
oft Tn est le polyn6me n x et q ?t coefficients entiers positifs ddfini par les 
relations de rdcurrenee suivantes: 
To = 1, T 1 = 1, 
Tn=ZTn- l+(xq" - l -1 )T , ,  2 pour n >~ 2. 
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Ce polynfme admet en fait l'expression expIicite suivante : 
= 
t~<k~<L. /Z j  m=kLkJL k-  1 " 
Nous allons maintenant utiliser le lemme 6tabli en I pour calculer la s6rie 
g6n6ratrice des polyominos parall61ogrammes dont la premi6re colonne est 
de hauteur net  la derni6re de hauteur m. Deux familles de polyn6mes, 
d6finies ci-dessous, interviennent dans l'expression de cette s6rie. 
DI~FINITION 3.2. Pour m ~> 0, notons N m = N re(x) le polynSme n x, yet  
q suivant : 
h>~o,k~>o h IL h " 
h+k<~m--1 
D~FINITION 3.3. Notons N~, les polyn6mes en x, yet  q d6finis ~ partir 
des polyn6mes Nm de la faqon suivante: 
N~,=0 si re<n, 
N~ = - xy ~- l q~, 
N~ = x2yn- lq"+mNm_,(xq ~)si m > n. 
Nous utiliserons au passage les deux r6sultats uivants, d6montr6s dans 
[Bo-Vi]. 
LEMME 3.4. (i) La s~rie gOnOratrice alternOe des empilements triviaux 
est :  
N(x)= ~ (--1)Jxgq(J+21) 
j>~o (q)y(Yq)j 
(ii) La sOrie gOnOratrice alternOe des empilements riviaux comprenant 
une pikce de support [ 1, n ] est : 
-xq"y" -  1N(xq"). 
PROPOSlTrON 3.5. Soient rn >1 1 et n >~ 1. La sOrie gOnOratrice X~ des 
polyominos parallklogrammes dont la hauteur 3 gauche (resp. h droite) est n 
(resp. m) est donnOe par l'expression suivante : 
2 n m+,.T N(xq') 
X~m=X y q lVm -~ yU~, 
2 8 0  
off 
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N(x)= ~ (--1)JxJq(j~l) 
j>~o (q)J(YqJ) ' 
et les polyn6mes N m et N~m sont dkfinis en 3.2 et 3.3. 
Remarque. L'6galit6 xn=x m, provenant de l'interpr6tation de ces 
s6ries, n'est pas 6vidente sur cette expression. 
Nous avons besoin, pour montrer cette proposition, de d6finir un 
nouveau param&re sur les empilements, que nous appelons l'encombre- 
ment. 
D~VINI'rION 3.6. L'encombrement de l'empilement F= { Eae, b;] x {ne}. 
1 ~< i ~< n} est z6ro si F est vide, le plus grand des b; sinon. On le note 
enc(F). 
LEMME 3.7. Soit m >~ 1. La s&ie gOnOratrice altern~e des empilements tri- 
viaux d'encombrement m est -xq 'nNm,  o~ Nm est le polynfme introduit dans 
la dkfinition 3.2. 
Preuve. Rappelons que la valuation de l'empilement trivial 
F= {[al, b~] x {0}, 1 <~i<<.h} est xhy(E1<'i<~h(bl--al)q (E<~i<~hb') 
Or, il existe une bijection g entre les empilements riviaux ~ h pi6ces et 
les couples (~,/3) de partitions fi parts inf6rieures ou 6gales fi h telle que, si 
F--  { [a,., bi] x {0}, 1 ~< i ~< h} est un empilement trivial et g(F) = (~,/3): 
- -  le nombre de parts de/3 est ~,<i~<h (b~-a i )  
- -  la somme des nombres de parts de ~ et /3, augment6e de h, est 
l'encombrement de F, 
- -  si ]~l (resp. 1/31) d6signe le hombre que partitionne ~ (resp./3), 
b~= (h2  1) + ]~[ + ]/3[ • 
l <~i<~h 
En effet, soit F= {[a~, b~] x {0}, 1 <~i<~h}, 1 <~al <b,<a2<~b2< ... < 
ah <<, bh. Posons bo = 0, et, pour 1 ~< i~< h, d6finissons ~i et'/3~ par (Fig. 3.1): 
{ o~i = ai-- bi 1 - -  1 ,  
/3i = b i -  ai. 
POLYOMINOS CONVEXES 281 
~l ~2 ~h 
O O O O 
oq 1 +or 2 1 +o~ a 
FIGURE 3.1 
On a alors: 
f i 1 ai = i+ Z (~k+/3k)+~, k=l 
i 
b i = i + Z (~k + ilk) 
k=l  
pour l~<i~<h. 
Les conditions ai<~b ~ et bi<ae+l entralnent que ei~>0 et /3~>0 pour 
tout i. 
On associe alors it F ie  couple g(F) = (e,/3), off e (resp./3) est la partition 
ayant eh-e+l (resp. /7h_~+1) parts 6gales A i, 1 ~< i<<.h. On v6rifie ais6ment 
que l'application g satisfait les propri6t6s annonc6es. 
L'image par cette bijection des empilements riviaux de segments d'en- 
combrement m, A h pi+ces, tels que Zt  ~<h (b;--ae) = k est donc l'ensemble 
des couples (e,/3) de partitions fi parts inf6rieures ou 6gales ii h, tels que/7 
ait k parts et e en ait m-  h -  k. 
On ach6ve de d6montrer le lemme en combinant cette remarque t les 
r6sultats relatifs A l'6num6ration des partitions rappel6s ci-dessus. Cette 
expression exacte de N m est due fi Flajolet [F1], qui l'a initialement d6duite 
d'une relation de r6currence que satisfont les polyn6mes Nm. 
Preuve de la proposition 3.5. Soit Pun  polyomino parall61ogramme. Sa 
premi6re colonne est de hauteur n si et seulement si la pi6ce maximale de 
f (P)  est de support [1, n]. 
Sa derni6re colonne est de hauteur m si et seulement si la plus fi gauche 
des pi6ces minimales de f (P)  est de support I-a, m], avec 1 ~< a ~< m. 
--n Soit X m la s6rie g6n6ratrice des demi-pyramides desegments: 
- -  de pi6ce maximale de support [1, n], 
- -  dont la plus A gauche des pi6ces minimales ~t son support dans 
l'ensemble {(a, m), 1 <<.a<<.m} (Fig. 3.2). 
--n Les propri6t6s de la bijection f impliquent que X~ = yX m. 
Soit J///>.m= {[a,b],b>>.m, l <~a<~b}. 
Soit J//< m son compl6mentaire; d/Z< m = { [a, b], b < m, 1 ~< a ~< b }. 
582a/64/2-10 
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Soit X~ la s6rie g6n6ratrice des demi-pyramides de segments ~>m 
- -  de pi+ce maximale de support [-1, hi, 
- -  dont les pi6ces minimales ont dans ~'>,,.  
--n --n Xn  Alors, la s6rie cherch6e st X m = J(~ m- >1 m + 1" 
Pour 6valuer -n X>~m, on utilise le lemme 1.2, avec J/ / l= {[1, hi} et 
~'2 = ~'~ m" I1 vient :
(EF6O~/[1,n]C.F (-- 1) IFI v(r))(Y'.r~:(,~<m) ( -- 1) Irl v(r)) 
ZFe J  ( - -1 )  IFI v(F) 
= ~ (-1)IFIo(EI2IF), 
(E,F)eC~ 
oti <~ est l'ensemble des couples (E, F) v6rifiant: 
- -  si E n'est pas vide, c'est une demi-pyramide de piece maximale de 
support [1, n], dont toutes les pi6ces minimales ont dans ~'~>m; 
- -  F est un empilement trivial ~ pi6ces dans ~'< m, ne contenant pas 
la pi6ce [1, n ]x  {0) ; 
- -  E et F ne sont pas en concurrence. 
Si E n'est pas vide, c'est donc une demi-pyramide ayant au moins une 
pi6ce minimale de support I-a, b], avec b/> m. Mais alors tout empilement 
trivial F non vide/t pi~ces dans J¢/<,~ est en concurrence avec E. Done, si 
E n'est pas vide, {F/(E, r )e f f}  = {~}.  
Si E est vide, {F/(E, F) ~<g} = {F~ ~--(Jt'<,,)/[1, n] x {0} CF}. 
Le th6or6me donne ainsi 
~,  (ZF~:/EI.,]¢F(--1) :1 v(F))(ZF~:(~,<~,)(--1) IFI v(r)) 
>~m = ZFe J  (--1) IFI v(F) 
- Z ( - -1 )  Ir l  v(F). 
F ff ,+.~-(,At'< m ) 
[1 ,n ]6r  
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Donc xn ~ X;m -- .~;m+ 1, 
= __ (ZFeJ-/[1,nJ(~F (-- 1) [FI 13(F))(ZFeY-/enc(F)=m (-- 1) IFI v(F)) 
Z~-  ( - ]U  ~ v(V) 
+ Z ( - -1 )  IFq v(F). 
F~ ~-/enc(F) = m 
[1,n] CF 
En 6crivant (ZF~j-/[I,=]¢F(--1) iF1 v(F))= (EF~f  (--1) IFI v(F ) ) -  
(ZF~9-/[1,.] ~F (-- 1) IFI v(F)), on a finalement 
~n = (~-,FeJ/[1,n]eF (-- 1) EFi v(F))(~-.FeJ-/enc(F)=m (-- 1) IFI v(F)) 
Zv~9- (-- i) aft v(F) 
- Z ( -1 )  IF' v(F). 
F~ ~/enc(F) = m 
[1,n]~F 
I1 ne reste plus qu'/t 6valuer chacune des s6ries intervenant dans cette 
expression. La s6rie g6n6ratrice altern6e des empilements riviaux, et celle 
des empilements riviaux contenant la piece [1, n] x {0} sont donn6es dans 
le lemme 3.4. Par ailleurs, celle des empilements riviaux d'encombrement 
m est - -xq"N,,  d'apr~s le temme 3.7. 
Pour finir, montrons que Y.F~/eno(F)=m. [J,n] ~F (-- 1) iFI v(F) = N=m, Off 
N~ est le polyn6me introduit dans la d6finition 3.3. 
Consid6rons les empilements triviaux d'encombrement m contenant la 
pi6ce [1, n] x {0}: 
- -  s im < n, de tels empilements n'existent pas, 
- -  si re=n, il n'y en a qu'un, r6duit/t la pi+ce [1, n] x {0}. Sa valua- 
tion (altern6e) est -xy ' -  lqn, 
- -  s im > n, un tel empilement s'obtient en superposant un empile- 
ment d'encombrement m-  n, translat6 de n pas vers ta droite, /l l'empile- 
ment r6duit/L une pi6ce de support [1, n]. 
La s6rie g6n6ratrice altern6e correspondante est doric ( -xy ' - lq  ~) 
(-xqnqm-nN,,_n(xqn)),  soit x2y n lqn+mN m , (xq') ,  c'est-fi-dire l'expres- 
sion de la d6finition 3.3. 
IV .  ]~NUMI~RATION DES POLYOMINOS CONVEXES 
PROPOSITION 4.1. La sdrie gOnkratrice Z des polyominos convexes est 
(R - ~)  v 
Z = 2?/ 2yM - B, 
N 
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avec 
et enfin 
(n+ l'l (n+ l] 
N= 2 ( -1 ) "x°q '  2 , ( -1 ) "x"q '  2 , 
,>~o (q), (Yq), ' n>~l (q),-1 (Yq)n 
/'m+ 2~ 
R=y ~ [x~q~ (~m~=2 (--1)mq t z I ) ]  
n>~2L(Yq)n o(q)m(Yq m+l ) . . . .  1 ' 
V= Z xq "~+1 rmUm+l A/-n+l rmZn 
* 'm+l  m>~O (xq) m M= 2 O<~n<~m (Xq)m(Xq). 
B= ~ xy"q"( Tn)2 
n>~l (xq),-l(Xq)n" 
Les polyn6mes T,, Nm et N~ sont eeux introduits dans le lemme 3.1 et les 
d~finitions 3.2 et 3.3 respectivement. 
Compte tenu du corollaire 2.3, nous allons 6num6rer s6par6ment les 
616ments de ag, puis ceux de ~. 
EnumOration des polyominos de ag 
PROPOSITION 4.2. 
par la relation 
La skrie gknkratrice A des polyominos de al est donn& 
(R -  V 
A = y yM, 
N 
off les s&ies N, M, R, Vet  2V sont dOfinies dans la proposition ci-dessus. 
LEMME 4.3. Soient m >>. 0 et n >>. O. La s&ie gOnkratrice des polyominos 
convexes de d dont le polyomino parallklogramme maximal est de hauteur 
gt gauche n + 1 et de hauteur gt droite m + 1 est: 
Tm Tn (x  2 .+1  m+.+2 N N(xq "+1) \ Y q ~ m+l yNn+11]. 
(xq) m (xq), N 
Preuve. I1 suffit de reprendre la d6composition de ces objets d6crite en 
II, et d'utiliser les r6sultats du lemme 3.1 et de la proposition 3.5: 
(i) la s6rie g6n6ratrice des polyominos parall61ogrammes de hauteur 
gt gauche n+ 1 et hauteur gt droite m+ 1 est (Proposition 3.5): 
x2yn+Xqm+n+2Nm+ N(xq n+!) vMn+l 
1 N J*" m + 1 " 
POLYOMINOS CONVEXES 285 
(ii) la s6rie g6n6ratrice des polyominos tas de hauteur nest :  
xy"q~T./(xq)n (Lemme 3.1). 
Mais alors, la s6rie g6n6ratrice de tousles polyominos convexes de d est 
Tm Tn ( A = ~ (xq) m (xq). x2y"+lq"+n+2Nm+ N(xq"+l) .rn+l "~ 1 Y/Ym+IJ~ 
m~O N 
n~o 
= ~ 2 xq m+ l 1 2 xY n+ tq"+ ~N(xq"+ ) (_~q)~) 
m>~O (Xq)m n>~O 
~'m+l  O~,,<.m (xq),,,(xq)n" 
]vn + 1 Remarquons que la s6rie ~,O~n~m~,m+l ZmTn/((Xq)m(Xq)n) est bien 
convergente, du fait que le polyn6me ~" +~ est multiple de qm +1 ~'m+l  
D'autre part, soit S la s6rie Z./>0 xy" + ~q" + 1N(xq" + l)Tn/(Xq)n. Elle a 
d6j/t 6t6 calcul6e lors de l'6num6ration des polyominos convexes dirig6s 
[Bo-Vi]" elle vaut y(R--N). 
En effet, compte tenu de la d6finition de N, 
__= [ (__l)m qt{m+2"t2 ( 1) Tn ~] 
S Y E 1-~, Xm+lY"q "(m+ 
m~>0 ( ~  \n~>O (xq)./_l' 
[m+2h 
F (-1)mq~' 2 ) (xm+ ] =Y ~o[- - ( ~  ~+xmT(x'yqm'q)) ' 
off T(x, Y,q)=Z.>~ (xy"q"T.)/(xq). est, d'apr6s le lemme 3.1, la sSrie 
g6n6ratrice des polyominos tas. 
Mais on a aussi T(x,y,q)=Z.>~l(x"yq")/(yq)._l(yq). d'apr6s le 
lemme 3.1, et donc" 
(m+2~ 
S=y Z [_ (~(Y--~m xm+I-~-xmE (yqm+')n-t(yqm+l)n.]J' m>~O n>~l 
=Y[  E (--llm+lxmq(m~l) [m+2"t m>~, (q--~m i (~ i  +y 2 (--1)"xm+"qm+-nq' 221 
m >10 (q)m (yqm + 1)n --1 (Yq)m + nJ" 
n~l 
Le changement de variables (m +n, m)--)(n, m) dans la seconde somme 
m~ne/t 
[ (--1)m+'xmq (m~') (x"q" (m~= /'m + 2, S=Y E q -y  E n 1 (_ l )mq, a ,  )3]  
Lm) l  (q)m-l(Yq)m- \(--~n (qfm(--~¥~m lJJJ' 1 n>-I 0 
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et, en regroupant la premi6re somme avec les termes de la seconde somme 
obtenus pour m = n - 1, on obtient finalement le r6sultat suivant, 
S = y(R - N), 
dans lequel les s6ries Net  R sont celles d6finies dans la proposition 4.1. 
Ceci ach6ve la preuve de la proposition 4.2. 
Enumdration des polyominos de M 
PROPOSITION 4.4. La sdrie gdnkratrice B des polyominos de ~ est donnde 
par la relation suivante : 
xy'q"(T,)  2
B = Z (xq),_ l  (xq)~" 
n>~l 
(Les polyn6rnes Tn sont d~finis dans le lemme 3.1). 
Preuve. Consid6rons un polyomino de ~ fi k colonnes, C1 ..... Ck, de 
hauteur n. D'apr~s la d6finition de ~,  Ds < DN, DN, <Ds,  (Fig. 4.1), et P 
a au moins une colonne de hauteur n. Soit Cp (resp. Cr) la plus ~ gauche 
(resp. la plus ~t droite) des colonnes de hauteur n. Les polyominos P2 et P3 
form6s respectivement des colonnes C1 ..... Cp et Cr, ..., C~ sont des polyo- 
minos tas de hauteur n n'ayant qu'une colonne de hauteur n. D'autre part, 
FIG. 4.1. 
/ 
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le polyomino P1 form6 des colonnes Cp .... , Cr est un rectangle de hauteur 
n. De plus: 
- -  la hauteur de Pest  celle de P1, 
- -  le nombre de colonnes de P est la somme des nombres de 
colonnes de P1, P2, et P3, diminu6e de deux, 
- -  l'aire de P est la somme des aires de P1, P2, et P3, diminu6e de 
2n. 
L'application d d6finie par d (P)= (P1, P2, P3) est alors une bijection 
entre les polyominos de M de hauteur net  les triplets (P~, P2, P3) form6s 
d'un rectangle P~ de hauteur net  de deux polyominos tas de hauteur n, P2 
et P3, n'ayant qu'une colonne de hauteur n. 
La s6rie g6n6ratrice des rectangles de hauteur nest xynqn/(1 --xqn). Celle 
des polyominos tas g6n6raux de hauteur n 6tant xynqnT~/(xq),, celle des 
polyominos tas de hauteur n n'ayant qu'une colonne de hauteur n sera 
xy"q~T,/(xq),-1. La proposition 4.4 d6coule alors de ces deux r6sultats. 
En regroupant les r6sultats des propositions 4.2 et 4.4, on parvient fi 
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